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Resumen

Dentro de las posibles acepciones de la palabra, en este trabajo hablaremos de coordinacion para referirnos a la accién de actuar
sobre las referencias de los sistemas para lograr algiin comportamiento colectivo deseado pero considerando las restricciones y
capacidades de cada sistema. Con este objetivo, se desarrolla una novedosa metodologia basada en técnicas de acondicionamiento
de referencia utilizando invarianza geométrica de conjuntos y control por modos deslizantes. A partir de un marco general, se
proponen dos enfoques: uno global del tipo sistema supervisor, y otro local a través de interacciones entre los distintos sistemas,
generando una red de interacciones.

La metodologia desarrollada permite abordar el el problema de coordinacién de sistemas cuya dindmica no necesariamente es
igual para todos los sistemas, pudiendo ser lineal, no lineal, de diferente orden, con restricciones, etc. Para ello, la dindmica propia
de cada sub-sistema se mantiene oculta al sistema de coordinacién. Por otro lado, el sistema de coordinacién dispone sélo de la
informacion necesaria sobre las limitaciones y restricciones de cada sistema. La idea principal de enfoque de este trabajo es que
para coordinar varios sistemas es necesario modular las referencias locales de cada uno, teniendo en cuenta los objetivos globales,
las interacciones locales y las capacidades de cada uno de los sistemas. Copyright © 2013 CEA. Publicado por Elsevier Esparia,
S.L. Todos los derechos reservados.

Palabras Clave: coordinacién de sistemas, invarianza de conjuntos, modos deslizantes, sistemas multi-agentes, control con
restricciones.

1. Introduccién (Olfati-Saber et al., 2007; Ren et al., 2007) y sus referencias.

L . L Este enfoque se ha extendido a una cadena de integradores en
La coordinacién de sistemas de dindmicos es un tema muy (He and Cao, 2011)

actual (Ren et al., 2007; Cao et al., 2013; Antonelli, 2013). Este
problema ha sido, en general. entendido como la accién de lo-
grar consenso entre un grupo de agentes. En este contexto, con-
senso se refiere a la idea de alcanzar un acuerdo sobre un estado
de informacién entre un conjunto de sistemas individuales con

El uso de técnicas de control por modos deslizantes (MD)
se ha propuesto para el control de sistemas multi-agente para
lograr consenso. El més popular es el control de formacién de
vehiculos aéreos no tripulados (UAV). En esas situaciones, en
e - ) general se utiliza una configuracién maestro-esclavo o lider-
el fin de_l(?grar gn.ob]etlvo comdn, en general, dependiendo de seguidor. En (Galzi and Shtessel, 2006), se utiliza MD de orden
las condlc{ones iniciales. . . superior en configuracion lider-seguidor para controlar forma-

En la literatura se suele suponer que todos los sistemas im- ciones.
plicados son idénticos y que, por lo tanto, tienen la misma di- En (Cao and Ren, 2012) se utilizan estimadores de modo
namica. Por otra parte, generalmente se considera que estos deslizantes de tiempo finito para lograr un consenso en con-
sistemas son integradores de primer orden. Recientemente, el trol de formacidn descentralizada, con lider virtual. También
problema del consenso se ha abordado mediante la teorfa de se ha utilizado una accién de control discontinua en (Cortes,
grafos algebraica y las propiedades de la matriz laplaciana de 2006) elegida de forma proporcional al gradiente de una fun-
un grafo, para sistemas integradores de primer orden, véase cién definida por el Laplaciano del grafo que forman los sis-

temas, que conduce a un algoritmo de consenso de modo desli-
*Autor en correspondencia. zante.
Correos electronicos: alvig2Qupv.es (Alejandro Vignoni), En este trabajo nos alejamos de algunos supuestos habitua-

f;:i:g;fmg'unlp'edu'ar (Fabricio Garelli), jpicoCai2.upv.es les en la literatura. Utilizamos técnicas de MD para inducir la
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coordinacidn, sin embargo, no asumimos que los sistemas que
van a ser coordinadas tienen la misma dindmica. Por el con-
trario, el enfoque aborda el problema de coordinacién de sis-
temas con dindmicas posiblemente diferentes (por ejemplo, lin-
eales y no lineales, diferentes 6rdenes y limitaciones, etc).

La idea detrds de nuestro enfoque del problema de coordi-
nacidn es que a fin de coordinar los sistemas, podemos dar for-
ma a sus referencias locales en funcién de los objetivos locales,
las capacidades de cada sistema y la informacién disponible que
cada sistema tiene sobre sus vecinos, siguiendo las ideas origi-
nales de la regla del vecino mds cercano (Tanner et al., 2007).
Esto se ha realizado desde dos enfoques diferentes. Una global,
con un sistema jerdrquico supervisor que modifica las referen-
cias de los sistemas, y otra local, que se basa en interacciones
directas entre los sistemas, y en la que no hay ningtin lider.

La estructura del articulo es la siguiente. En la seccién 2 se
presenta el problema de coordinacién en forma general. Luego
en la seccién 3 se explican algunos resultados previos conoci-
dos en invarianza de conjuntos y acondicionamiento de refer-
encia por modos deslizantes que se utilizan para plantear la es-
trategia propuesta para coordinacién de sistemas con dindmicas
diferentes. La seccién 4 propone un método global supervisado
para resolver el problema de coordinacién, mientras que en la
seccién 5 se reformula el problema de forma descentralizada y
se presenta una solucién alternativa que no asume distintas jer-
arquias entre los sistemas, ni necesita la existencia de un lider
del grupo. Finalmente la seccién 6 muestra ejemplos de am-
bas configuraciones para clarificar las metodologias propuestas
y una seccién de conclusiones resume las ideas principales del
trabajo y presenta algunas lineas futuras.

2. Coordinacion de sistemas

En esta seccion se presenta el planteo general del problema
de coordinacién, como asi también definiciones y suposiciones
generales relacionadas con la coordinacién de sistemas.

2.1. Presentacion del problema

Considere un conjunto de N sistemas, no necesariamente
con la misma dindmica. Asimismo, considere que cada sistema
posee un lazo de control estable. Los sistema intervinientes,
como se ha dicho, pueden tener diferentes restricciones y ca-
pacidades a la hora de seguir su referencia. En este contexto
de control con restricciones aparece el concepto de referencia
realizable (Hanus et al., 1987): la referencia mas rapida que
el sistema es capaz de seguir sin violar sus restricciones, man-
teniéndose siempre en lazo cerrado. Por ejemplo, en el caso de
un sistema con restricciones de actuador, una referencia realiz-
able nunca intentard llevar a los actuadores fuera de su rango de
operacion, ya que esto dejaria al sistema en lazo abierto (pudi-
endo dar lugar al fendmeno de windup).

La coordinacion serd entendida como la accién de lograr
un comportamiento colectivo deseado para un conjunto de sis-
temas considerados. En este trabajo, se aborda el problema ac-
tuando sobre las referencias de los sistemas. De esta manera se
tienen dos tipos de referencia sobre las que actuar: la referencia
local de cada sistema y la referencia global.

Entre los comportamientos colectivos deseados podrian en-
contrarse:

= Mantener una funcién y de las referencias locales lo mas
cerca posible de la referencia global.

= Mantener una distancia entre las referencias locales de
los sistemas, una a una o entre centroides de agrupamien-
tos.

» Lograr sincronizacién generalizada, como un caso limite
de los anteriores.

Cabe destacar que la funcién y puede ser cualquier tipo de com-
binacién de las referencias locales, por ejemplo el promedio, la
moda, el maximo, el minimo, efc.. En consecuencia, esta defini-
cién de coordinacién es muy general, y depende de qué tipo de
funcién se elija para y. Asimismo la definicién de la distancia
utilizada para medir las referencias, también puede ser general,
dando lugar a una amplia gama de comportamientos colectivos
admisibles.

2.2. Intercambio de informacion entre sistemas

Uno de los elementos necesarios para llevar a cabo la coor-
dinacién entre sistemas dinamicos, es el intercambio de infor-
macién entre ellos. La forma en que se ataca dicho problema en
este trabajo es uno de sus principales aportes. La idea principal
es que cada sistema envia informacién de sus restricciones lo-
cales a los otros sistemas intervinientes a través de su referencia
realizable.

Dependiendo del nivel jerarquico al que se transmite la in-
formacién (ver Fig. 1) resulta:

la topologia global cuando la informacién se transmite a un
nivel superior tipo supervisor;

la topologia local cuando la informacién se distribuye en el
mismo nivel jerdrquico a sistemas vecinos.

En cualquiera de las dos topologias, los sistemas individ-
uales ocultan sus estados y salidas al resto de sistemas, envian-
do solamente la referencia realizable y minimizando la informa-
cidn transmitida. La referencia realizable refleja en qué situacion
se encuentra el sistema con respecto a sus restricciones fisicas
locales.

Aunque la informacién transmitida se minimice, la comuni-
cacién es en general el cuello de botella de las topologias cen-
tralizadas, ya que el tiempo para recoger toda la informacién de
los sistemas depende directamente del nimero de sistemas y no
del diametro de la red, como en el caso descentralizado.

Asimismo, la topologia global presenta los problemas nor-
males de vulnerabilidad, puesto que el nodo supervisor central-
iza toda la informacioén, y es por lo tanto el punto débil de la
red, ya que un fallo en el supervisor acarrea el fallo de todo el
conjunto de sistemas.
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Nivel Jerarquico Superior Mismo Nivel Jerdrquico

Supervisor

Arquitectura global
tipo supervisor

Arquitectura local
descentralizada

Figura 1: Topologia de conexién en las distintas configuraciones.

2.3.  Suposiciones y definiciones generales

Bajo la siguiente suposicion,

Suposicion 1. Cada sistema interviniente es un lazo cerrado
internamente estable y puede seguir una referencia realizable,

se puede definir la coordinacién de sistemas de la siguiente
manera:

Definicion 1. El objetivo de coordinacion se puede definir en
términos de un conjunto al que se desea convertir en un con-
Jjunto controlado invariante ®. (X, p), a través de modificar la
referencia realizable de cada sistema. El conjunto @, (X, p) mds
general se define como:

D (x,p) = {x € X: ¢ (x,0) = [Ir(x) —pll -6 <0} (1)

donde x € X € R" son los estados de los sistemas, r(X) es
una referencia realizable funcion de los estados X, p es una
funcion que depende de la informacion que llega de los otros
sistemas y 6 es un valor preestablecido. La norma ||-|| puede
hacer referencia a cualquier norma definida en R", sin embargo
de aqui en adelante se referird a la norma euclidea.

3. Invarianzay Acondicionamiento de Referencia por Mo-
dos Deslizantes

A continuacién se describe la metodologia utilizada para
obtener la referencia realizable, basada en ideas de invariancia
y acondicionamiento de referencia por modos deslizantes.

La idea del acondicionamiento de referencia, esta basada en
el concepto de lograr una referencia realizable, nace original-
mente en el contexto del control con restricciones. En concreto,
Hanus y Walgama (Hanus et al., 1987; Walgama et al., 1992)
han aplicado este tipo de soluciones para resolver el problema
de saturacidn en los actuadores (windup).

Basandose en este enfoque y aprovechando las posibilida-
des del control por modos deslizantes, como por ejemplo la ro-
bustez frente a perturbaciones externas y a incertidumbre en los
parametros (Sira-Ramirez, 1989; Utkin et al., 1999), Mantz y
colegas (Mantz et al., 2004) han aplicado acondicionamiento de
referencia por modos deslizantes (SMRC) para obtener refer-
encias realizables teniendo en cuenta las restricciones, tanto en
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los actuadores, como en las salidas. En (Garelli et al., 2006a,b;
Garelli, 2011) se ha utilizado SMRC para acotar interacciones
cruzadas en sistemas lineales MIMO. Luego en (Pic6 et al.,
2009) se ha utilizado SMRC para bisqueda de consigna en sis-
temas no lineales con restricciones dependientes del estado. En
(Gracia et al., 2012b,a) se ha utilizado SMRC para resolver re-
dundancia y acondicionar caminos evitando trampas en algorit-
mos de robdtica mévil.

El el contexto de coordinacién de sistemas, en (Vignoni,
2011; Vignoni et al., 2011) se ha realizado un esquema de co-
ordinacion, en donde se coordinan las referencias de dichos sis-
temas involucrados utilizando SMRC y una topologia global
de modo supervisor. A continuacién, en (Vignoni et al., 2012)
se ha abordado la coordinacién desde una topologia local, te-
niendo en cuenta las interacciones entre los distintos sistemas,
como asi también las restricciones de los mismos. En este tra-
bajo se presenta un esquema unificado para coordinar sistemas
dinamicos utilizando ideas de invarianza de conjuntos y acon-
dicionamiento de referencia.

El modo de funcionamiento basico del acondicionamiento
de referencia por modo deslizante es el siguiente. El control
por modos deslizantes aparece aqui como un lazo adicional que
actiia de manera transitoria para generar la referencia realiz-
able. El lazo de acondicionamiento estara inactivo hasta que
las trayectorias del sistema alcancen por si mismas la superficie
de deslizamiento (intentando violar alguna restriccion), pasan-
do el lazo de acondicionamiento al estado activo. Una vez que
las trayectorias dejen de querer violar dichas restricciones y el
lazo principal pueda operar normalmente, entonces el lazo de
acondicionamiento pasard nuevamente al estado inactivo.

w [ A
———>{ Sistema
—
Restriccion
v< vt

Figura 2: Sistema con restricciones.

3.1. Invarianza geométrica de conjuntos
Considere el siguiente sistema dindmico (Fig. 2):

X = f(x) +g(x)w,
y=hi(x) )
v = hy(x)

donde x € X c R" es el vector de estados del sistema, w € R es
la accién de control (posiblemente discontinua), f : R — R”
es el campo de deriva, g : R” — R” es el campo de control, y
hi(x), ha(x) : R* — R, campos escalares definidos en X, con
gx)#0,Vx e X.

Las variables y y v son ambas salidas reales del sistema, y es
la salida controlada principal mientras que v es una variable que
debe ser acotada para cumplir con alguna restriccién especifica-
da por el usuario del sistema (e.g. algtin estado medible, o una
funcion de los estados o acciones de control).
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La cota superior sobre la variable v define el siguiente con-
junto acotado superiormente:

D(x,w,v) ={xeX|gp()=v-v" <0} 3)

El conjunto @ (x, w,v*) especifica una regién en el espacio de
estados compatible con la restriccion ¢(v*). Cabe destacar que
esta region definida por @, en general, puede depender de las
restricciones, de los mismos estados del sistema o incluso en-
tradas al sistema. En particular v* podria ser una funcién vari-
ante en el tiempo, y puede depender por ejemplo de informa-
cién recibida de alguno de los otros sistemas intervinientes.

Nota 1. Es importante notar que si se desea definir un conjun-
to completamente acotado para la variable v, basta con definir
dos restricciones y obtener el conjunto final como la intersec-
cion de estos dos conjuntos. Por ejemplo, si se desea vy <v <V,
es posible definir

w @ (x,w,v7) = {x € X| g(v}) = —v+1] <0},

= @y (xowv3) = {x € X1 90) = v -3 < 0)
y luego ® = @ N .

Desde un punto de vista geométrico, el objetivo es encontrar
una accién de control w, de modo que la regién @ se convier-
ta en un conjunto controlado invariante robusto (Blanchini and
Miani, 2008), es decir, que queremos encontrar una acciéon de
control w, tal que para todo x(0) € ® € X la condicién de que
x(t) € @ se cumple para todo ¢ > 0.

Para asegurar la invarianza del conjunto @, se debe cumplir
la condicion de sub-tangencialidad de Nagumo (Blanchini and
Miani, 2008):

F(x) + g(x)w € To(x), Y x € 00. @)

Conceptualmente significa que, cuando las trayectorias del
sistema se encuentren sobre d® (la frontera del conjunto @),
la accién de control w debe ser tal que el campo controlado
f(x) + g(x)w pertenezca a 7 ¢(x), el cono tangente del conjunto
.

Regidn no permitida Ve

¢ @)>0

f+ow
Region permitida

P:p (1)<0

Figura 3: Interpretacion geométrica de la condicion de invarianza.

Cuando se utilizan conjuntos convexos (con fronteras con-
tinuas y diferenciables), la condicién anterior se puede reformu-
lar (ver Fig. 3) en términos del gradiente de la restriccion (V)
que acota al conjunto, pidiendo que la proyeccioén del campo
X = f(x) + g(x)w sobre el gradiente V¢ sea menor que cero, es
decir, que apunte hacia adentro del conjunto:

Vo x = d(x,w) < 0,Vx € GO )

lo que constituye una forma estandar de condicion implicita de
invarianza para conjuntos convexos (Mareczek et al., 2002):

inf ¢ (x,w) <0, cuando x € d® (6)
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Ahora considere la definicién de ¢(x, w) en notacion de derivadas

de Lie, siendo L) ¢ la derivada de Lie en la direccién de un
campo vectorial (-) de la funcién ¢

¢ (x,w) = Ly¢p + Low. @)
Luego resolviendo para w y con Lg¢ # 0, se obtiene:

w= (L) [6-Lio| = w! + (Lo) b ®)
con w? = —L¢/L,¢. Luego despejando ¢ se obtiene

¢ =(w-w’)Leo ©

De esta manera, utilizando (9) para resolver (6), se obtiene
el conjunto solucién ‘W (x) al cual debe pertenecer w, para hac-
er al conjunto ® invariante, condicion explicita de invarianza
(Picé et al., 2009; Vignoni, 2011) para el sistema (2):

w<w? 1XEODAL>0

w2w’ 1x€edDALp<O0

vacio : x €D A Lyp =0ALsp >0
w=libre: x € 0P AL, p=0ALsp <0
w=libre : x € ®\ 9D,

W (x) = (10)

en donde se ha tenido en cuenta que si x € d® y al mismo
tiempo Lr¢ < 0, las trayectorias del sistema no estdn intentando
abandonar el conjunto ®@. Luego para los dos primeros casos de
(10), se asume L¢¢ > 0. Asimismo notese que, cuando x € 0P,
para que exista w? y la invarianza del conjunto sea factible, debe
cumplirse

an

Luego (11) constituye una condicién de existencia del control
invariante w. En particular, una vez que tanto la frontera del
conjunto, d®, como la campo de control g(x) estan definidos,
solo uno de los dos primeros casos de (10) se cumple, es de-
cir, Ly¢ es positiva o negativa, pero no cambia de signo sobre
la frontera. Luego la condicién de invarianza del conjunto ®
se cumplird siempre que el conjunto ‘W (x) no sea vacio. Note
que la accién de control w puede ser tomada arbitrariamente del
conjunto ‘W (x) (10) de modo tal que se cumpla la condicién
de invarianza. En particular, en el interior de ® puede ser selec-
cionada w = 0, y permitir al sistema evolucionar libremente en
el interior del conjunto.

d
Lo = Le0 £0
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3.2.  Acondicionamiento de referencia por modos deslizantes

A continuacién se va a proceder a obtener la w necesaria
para lograr en tiempo finito la invarianza del conjunto @ definido
en (3), con el sistema X presentado en (2). En este trabajo se
implementa un lazo auxiliar con un bloque de decisién discon-
tinuo, que permite encontrar el valor de referencia que cumple
con las restricciones y fuerza al sistema a permanecer en el con-
junto invariante. También se incorpora un filtro de primer orden
F, cuyo prop6sito es suavizar la referencia acondicionada r;.

En la figura 4, se puede ver la implementacién del lazo de
acondicionamiento de referencia implementado con modos des-
lizantes.

w v
r s
—> F X
m—
y

Figura 4: Esquema genérico de acondicionamiento de referencia por modos
deslizantes.

El bloque discontinuo es implementado con la siguiente ley
de control de estructura variable:

W= Wsm si
10 si

o(v*) >0

4() <0 (12)

donde ¢ es la superficie de deslizamiento o salida auxiliar, defini-
da de la siguiente forma y de acuerdo con (3):

pO) =v-v' 13)

donde v* es la restriccién impuesta a la sefial vy wgy es la am-
plitud de la sefial discontinua. El valor de wgy debe ser disefiado
de forma tal que cuando las trayectorias del sistema intenten
salir del conjunto @, se establezca modo deslizante sobre la
frontera del conjunto, para lo cual debe cumplirse localmente
alrededor de 0O la condicion necesaria y suficiente de existen-
cia del modo deslizante (Edwards and Spurgeon, 1998; Perru-
quetti and Barbot, 2002):

Lf¢ + Lg¢ wsm < 0 si
Lf¢ >0 si

o(v*) >0

soy<o P

o = {

La segunda desigualdad de (14) se satisface localmente cuando

las trayectorias del sistema tratan de salir del ®. Mientras que la

primera desigualdad de (14) implica que para que se establez-

ca modo deslizante en ¢(v*) = 0, se debe cumplir localmente

alrededor de 9O la condicién de transversalidad (Sira-Ramirez,
1989), J

Lo=""s (15)

Cabe destacar también que utilizando el método del control

equivalente (Utkin et al., 1999; Edwards and Spurgeon, 1998),

x)#0

una vez que el modo deslizante se establece, el control equiva-
lente continuo se obtiene como w,, = —L¢p/Le¢p = w?, el cual
de acuerdo con (10) es el control requerido para mantener el
sistema justo en la frontera d®. En consecuencia, el modo des-
lizante realiza el minimo cambio necesario en la referencia para
lograr que el conjunto @ sea invariante. Ademas, la condicién
de necesaria y sufuiciente para el modo deslizante (14) garanti-
za la existencia del control invariante en (10).

Nota 2. En caso de que las trayectorias se inicien fuera del
conjunto ®, se puede obtener convergencia en tiempo finito a
la frontera 0® tomando wswy tal que Ly¢ + Lop wsm < —v, para
una determinada constante positiva 'y (Perruquetti and Barbot,
2002). Lo mismo se aplica en caso de una perturbacion abrupta
que envie al sistema fuera de la region permitida.

Por otro lado el filtro F es implementado como un filtro de
primer orden,

ir= —a'(rf+w—r), (16)

con «, parametro de disefio que representa la frecuencia de corte
del filtro, que debe ser tal, que la dindmica del filtro no interfiera
con la dindmica del sistema (es decir debe ser mds rapido).

En resumen, el acondicionamiento de referencia obtiene la
referencia realizable correspondiente que se aplicard al sistema,
en determinado instante de tiempo, para evitar que se violen
las restricciones. Una caracteristica interesante es que no se re-
quiere ningtin modelo del sistema para obtener dicha referencia.

4. Topologia global tipo supervisor

En esta secciodn se presenta la coordinacién de sistemas uti-
lizando una topologia global tipo supervisor y constituye uno
de los resultados del presente trabajo, junto con la coordinacién
de sistemas con topologia local que se presentara en la Seccién
5.

El problema que se plantea, es el primero de los presentados
en la Seccién 2.1, para lo cual se particulariza la Definicién 1
de la siguiente manera:

Definicion 2. El objetivo de coordinacion se puede definir en
términos de un conjunto @, al que se desea convertir en un con-
Jjunto controlado invariante, modificando la referencia acondi-
cionada r. El conjunto @, se define como

Oy (x,rp) = {x eX,ry € RV : & (rpi) = |r —)((rfi)| -A< 0}
(1

donde x € X € R" son los estados de los sistemas, r € R
es la referencia acondicionada global, y x(ry;) es una funcion
que depende de las referencias acondicionadas de los sistemas
intervinientes, finalmente A es un valor preestablecido, para el
ancho de la banda permitida.

Luego el objetivo de coordinacion es hacer al conjunto ©,
un conjunto controlado invariante, para lo cual se propone el
siguiente esquema de coordinacién global.
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4.1. Esquema propuesto de coordinacion

Considere un conjunto de N sistemas dindmicos, que cum-
plen con la Suposicién 1. Se plantea el objetivo de coordinacién
como en Definicién 2. Si los sistemas cumplen con la proposi-
cién 1 entonces es posible lograr coordinacién, entendida co-
mo en Seccién 2.1 utilizando un esquema como el propuesto
a continuacién, donde se incorpora el objetivo de coordinacién
(Definicién 2) en un lazo de acondicionamiento de la referencia
global.

Si bien en la préctica cada sistema puede tener restricciones,
de entrada, estados o salida, a lo largo de este trabajo y a los
efectos de clarificar la exposicién del esquema propuesto, se
han utilizado sistemas con saturacién de actuador y controlado-
res bipropios.

Proposicion 1. Cada sistema interviniente posee un lazo de
acondicionamiento de referencia por modos deslizantes, como
el presentado en la seccion 3.2. Este lazo permite manejar las
restricciones locales comandando una referencia realizable al
lazo cerrado y aporta informacion a través de la referencia
condicionada, al resto de los sistemas.

Figura 5: Topologia del modo supervisado.

En la Fig. 5 se muestra el esquema de coordinacién global
propuesto. Cada sistema X;, donde i = 1, ..., N identifica al sis-
tema en cuestion, posee su lazo local de acondicionamiento de
referencia (¢;, w; y F;), que genera la referencia acondicionada
ry; a partir de la referencia global r.

En un nivel jerarquico superior se encuentra otro lazo de
acondicionamiento, esta vez de la referencia global. Dicho la-
zo estd formado por una funcién de conmutacién ¢, en la que
interviene la referencia global y la funcién y de las referencias
locales.

Este lazo, también posee una accion discontinua (wy), la
cual a través del filtro global de coordinacién F, y a partir de la
consigna global c,, genera la referencia global suave 7.

4.1.1. Filtro de Coordinacion

El filtro de coordinacion (Fy) es el encargado de suavizar
la acci6n discontinua global (w,). Ademds, es el encargado de
integrar las distintas acciones discontinuas que pueden formar
parte de la coordinacién global, que procedan de las distintas

Tabla 1: Variables utilizadas en Fig. 5

Variable Simbolo
Referencia global r
Consigna global cg
Filtro de coordinacion Fg
Funcién de conmutacién global (2%
Accién discontinua global we
Sistema i P
Referencia acondicionada rfi
Salida Vi
Sistema i Variable con restriccién u;
Filtro de primer orden F;
Funcién de conmutacién [
Acci6n discontinua de Ia funcién ¢; w;

funciones de conmutacién. El filtro junto con la funcién de con-
mutacién global ¢, determinard la politica de coordinacién y la
dindmica global. La dindmica del filtro es la siguiente:

F=—A(r—cg— k" wy) (18)

donde w, es el vector de acciones discontinuas globales, y k es
un vector de pesos, que define la politica de coordinacién, en
caso de que exista mas de una restriccién global. De aqui en
adelante, el vector w, pasard a ser un escalar wg, ya que sin
pérdida de generalidad, trabajaremos con una sola funcién de
conmutacién global.

4.1.2.  Definicion de la superficie de deslizamiento ¢,

A partir del conjunto que deseamos hacer invariante, debe-
mos definir a sus fronteras como restricciones (que luego se
convertirdn en superficies de deslizamiento cuando el modo des-
lizante se encuentre activo). Para eso definimos las fronteras de
®, como

;= r—x(rp) - A
By = r—x(rp) + A

y la accién discontinua, que forzara al sistema a permanecer
dentro del conjunto @, en caso de que la dindmica del mismo
sistema trate de salir fuera del conjunto

19

si ¢y >0
< si g7 <0 (20)

0 caso contrario.

+
We

We = w

Para asegurar la invarianza del conjunto ®, (10) se debe ele-
gir wy, < —wy y wy > wy, siendo wy la cota obtenida en el
Apéndice”A.

4.2.  Funcion y: el minimo

Un ejemplo interesante de politica de coordinacién es que
la funcidon y sea la funcién minimo de las referencias acondi-
cionadas,

X(rfi) = Fpmin =min{ry :i€{l,....N}}. 1)

Esta funcion se utilizard en el ejemplo de la Seccién 6, para lo
cual en el Apéndice™C se demuestra la invarianza de ®, para
esta funcion utilizando andlisis de funciones no suaves.

395
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5. Topologia local distribuida

En esta seccidn se presenta la coordinacién de sistemas uti-
lizando una topologia local distribuida. El problema que se plan-
tea, es el segundo de los presentados en la Seccién 2.1, para lo
cual se particulariza la Definicion 1 de la siguiente manera:

Definicion 3. El objetivo local entre dos sistemas conectados
es mantener entre sus referencias una distancia menor que un
valor preestablecido 6;;. Con lo que se puede definir el conjunto
®;; como

D;i(x,rp) = {x eX,rpeRk=1,2:¢;= |rf,- - rfj| -6 < 0}
(22)
donde x € X € R" son los estados de los sistemas, y ryi € Ry
rsj € R son las referencias acondicionadas de los sistemas iy
J respectivamente.

Ademds, los sistemas estardn conectados segtn la siguiente
suposicién:

Suposicion 2. La topologia de la red de interconexion de los
sistemas es fija, en el sentido de cual sistema puede conectarse
con otro. Esta red puede ser representada por un grafo dirigido
cuya matriz de adyacencia es A = [a;j], con a;; = 1 cuando el
sistema i se puede comunicar con el sistema j, y a;; = 0 en caso
contrario. Se asume que dicho grafo es un grafo simplemente
conexo (Olfati-Saber et al., 2007).

Luego se puede definir el conjunto ® como la unién de los
conjuntos anteriores, cuando estén conectados (a;; = 1), para
todos los sistemas integrantes del grupo.

N
O = U a,-j(D,-j (23)

i=1,j=1,i%j

Entonces el objetivo de coordinacién es hacer al conjunto ©
un conjunto controlado invariante, para lo cual se propone el
siguiente esquema de coordinacién local.

5.1.  Esquema propuesto de coordinacion

Considere un conjunto de N sistemas dindmicos, con N > 2,
que cumplen con la Suposicién 1, con una topologia de conexién
que cumple con la Suposicién 2, con un lazo de acondiciona-
miento como en Proposicién 1 y un objetivo de coordinacién
como en Definicién 3, entonces es posible lograr coordinacion,
entendida como en Seccién 2.1 utilizando un esquema como el
propuesto a continuacion, donde se incorporan los objetivos de
coordinacién (Definicién 3) en cada lazo de acondicionamiento
de la referencia local de los sistemas individuales.

En la Fig. 6 se muestra el esquema propuesto, donde apare-
cen sélo dos sistemas, por simplicidad. La simbolos que apare-
cen en dicha figura se explican en la Tabla 2. El lazo cerrado
del sistema i, ¥; incorpora la planta y un controlador bipropio:

Xi = filxi) + gi(x)v;
i = hi(x;
5, ] 27 (24)
Xei = AciXei + beie;

Vi = CeiXei + deie;
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Figura 6: Objetivos locales incorporados al esquema de acondicionamiento de
referencia.

Tabla 2: Variables utilizadas en Fig. 6

Variable Simbolo
Referencia global r
Sistema i %
Referencia acondicionada rfi
Salida Vi
Sistema i Variable restringida Vi
Filtro de primer orden F;
Restriccion [
Accion discontinua de ¢; wi
Restriccién virtual de
coordinacion entre sistemas i y j bij
Accion discontinua de ¢; N Wij

con x.; y e; los estados del controlador y la sefial de error defini-
dacomoe; = rf; — y;. Aci, bei, Ceis dei SON pardmetros constantes
del controlados.

El objetivo de coordinacién local, incorporado en el lazo
de acondicionamiento, junto con el filtro de primer orden, dan
lugar a la siguiente estructura para el filtro F;:

Fitbp=—ai(rpi—r+w;) (25)

donde w; es una combinacién de las acciones discontinuas prove-
nientes de las restricciones fisica (w;), y de la virtual que sinteti-
za el objetivo de coordinacidn (w;;); esta definida de la siguiente
manera:

N
W =w; + Z aiwij (26)
JoLj#

La accion discontinua w; se define como en Garelli et al. (2006a):

M; si ¢ v,-—v;;,>0

w; =49 —M; si ¢,-_=Vi—V,-_,,<0 27
0 caso contrario

en donde M; es la amplitud de la accién discontinua w;. Asimis-

mo, la accién discontinua w;; se define de acuerdo con las fron-

teras del conjunto @;; que se definen a continuacién como re-
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stricciones virtuales (¢;;).

M;j sign(ryi —rsp)  si i (V.f't,rf./)ZO

0 si ¢,-j(rfi,rfj)<0 (28)

Wij =

con M;; siendo la amplitud de la accién discontinua. Finalmente
las restricciones fisica y virtual estdn definidas de la siguiente
manera (22):

¢ =vi—vi, (29)

1
¢ij = |rsi = rril = 83 (30)
con v;’p y v;, las cotas superior e inferior de la saturacién de
actuador y ¢;; la cota para la diferencia deseada entre las refer-
encias.
En el Apéndice™B se realiza el andlisis correspondiente y se
demuestra la invarianza del conjunto @;;, de donde se obtienen
las siguientes cotas para las acciones discontinuas w;;:

a,-rf,-—a'jrfj a/,~—aj

M,‘j > r (31)

a;t+a; a;+a;

y para las acciones discontinuas w;

M;> > My - —2—— —p;. (32)

6. Simulaciones

En esta seccién se muestran las caracteristicas principales
de las topologia de coordinacién propuestas, para un conjun-
to de 5 sistemas con distinta dindmica, controladores y restric-
ciones (ver Apéndice™D); a través de resultados de simulacién
obtenidos con MATLAB®. Entre los sistemas simulados hay
de primero y de segundo orden. Asimismo las saturaciones de
actuador consideradas varian en un amplio rango y los contro-
ladores fueron ajustados utilizando diferentes criterios. Por otro
lado, cada sistema posee un lazo de acondicionamiento de ref-
erencia, con su respectivo filtro ajustado teniendo en cuenta la
dindmica del lazo cerrado. Las amplitudes de las acciones dis-
continuas fueron ajustadas de acuerdo con los resultados obte-
nidos en cada caso.

6.1. Topologia Global

Utilizando la topologia global tipo supervisor hay varias
posibles politicas de coordinacién dependiendo de que funcién
se elija para y(r;) y del ancho de la region permitida para r
alrededor de x(ry;).

A modo de ejemplo se considera el minimo de de las ref-
erencias acondicionadas como politica de coordinacién y por
ende como funcién y(r;):

X(rf) = rpmm =min{ry ci€{l,....N}}. (33
La invarianza del conjunto @, para esta funcion se demuestra
en el Apéndice™C.

les globales

(a) Senal

3 y s s
Tiempo [seg]

Figura 7: Topologia global: (a) Consigna global, referencia global y media de
las referencias locales, junto con la banda o regién permitida. (b) Accién dis-
continua.

La consigna global ¢, es un escalén positivo en t = 0,5seg,
y uno negativo en ¢t = 3seg. El ancho de la regién alrededor
de x(ry;) donde se quieren mantener a r fue seleccionado como
A = 6. Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos
mediante simulacién. En la Fig. 7a se observa la consigna glob-
al c,, la referencia acondicionada global r y la funcién y(r;).
Ademads también se puede ver la region permitida.

3
<=0
PR
P

(a) Referencias
o
:
L 3
3
LoD

(b) Salidas

3
Tiempo [seg]

Figura 8: Topologia global: (a) Consigna global y referencias acondicionadas
locales. (b) Salidas de los sistemas individuales.

En la Fig. 7b se muestra la accién discontinua global w,. En
interesante observar que cuando la accion discontinua esta acti-
va, la referencia global acondicionada r se encuentra en la fron-
tera del conjunto @, es decir r = y(ry;) = A. Cuando r vuelve
dentro del la regién permitida, llevado por la propia dindmica
de los sistemas, la accion discontinua se desactiva.

En la Fig. 8a se muestran las referencias acondicionadas.
Aqui se pueden observar algunas particularidades. En primer
lugar, la dindmica global es mds lenta, para poder cumplir con
las restricciones, y que todos los sistemas puedan seguir la ref-
erencia global. Como consecuencia, ocurre un fenémeno de
agrupamiento, dividiendo al grupo en diferentes subgrupos que
comparten alguna caracteristica, en principio relacionada con
las restricciones de los sistemas. Este agrupamiento es un com-
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portamiento colectivo emergente, que aparece cuando se coor-
dinan sistemas dindmicos.

Finalmente en la Fig. 8b se muestran las salidas de los sis-
temas individuales. Aqui se aprecia que el transitorio de cada
sistema depende de sus restricciones y pardmetros de contro-
lador. A pesar de dichas diferencias, se obtiene coordinacion
también a la salida, ya que cada sistema es capaz de seguir una
referencia, siempre y cuando ésta sea realizable.

6.2. Topologia local
Utilizando la topologia local, un factor muy importante es
la red de conexiones. En particular para este ejemplo se ha uti-

lizado la red propuesta en la Fig. 1.

(a) Referencias
>

w0
o
wn L= T
—~ gl —1
5 0
3
. 24
i3

o 05 1 15 2 25 3 a5 4 45 s
Tiempo [seg]

Figura 9: Topologia local: (a) Consigna y referencias acondicionadas. (b) Sali-
das de los sistemas individuales.

En la Fig. 9a se muestran las referencias locales de los cinco
sistemas. Se puede ver como se logran los objetivos de coordi-
nacion, y la diferencia resultante entre cada referencia concuer-
da con los pardmetros ¢;; de la tabla 3.

= . : : : - —
s o—, \\/ o~

-10

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
5

]

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
2, . ! ! !

=~ _/

Lo

e

=

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
15

8 1
Sos

0

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tiempo [seg]

Figura 10: Variable restringida u5, objetivo de coordinacion (rp; — rys) y sus
respectivas acciones discontinuas (wa y wps).

En la Fig. 9b se observan las salidas de los sistemas individ-
uales, y como se obtiene el objetivo de coordinacién incluso en
las salidas, aunque con pequefias diferencias debidas a la con-
figuracién de los lazos cerrados de cada sistema.

Tabla 3: Pardmetros de simulacion.

Sistema 1 Amplitud de la accién discontinua
1 613=1 M3 =2 M| =5
2 025 = Mas = My =3
931 = M3 =
3 634 = 0,7 M3q =15 Mz =38
d35 = M3s =22
(543 =0,7 M43:2 M4 =4
053 =1 Ms3 =1

A continuacién se muestra una seleccion de acciones dis-
continuas, a modo explicativo. Por motivos de espacio, se han
seleccionado los sistemas 2 y 5. En la Fig. 10 se muestran las
acciones discontinuas w; y wps junto con las variables restringi-
das (u) y objetivo de coordinacion correspondiente (77 — ys).
Se observa que, por un lado, la sefial w, maneja la variable re-
stringida u,; por ejemplo w; estd activa cuando u, se encuentra
en su limite. Por otro lado, w5 se encarga de que la diferencia
entre las referencias ry, y rys sea menor que 65 = 1.

Finalmente en Fig. 11, se muestran las trayectorias de las
mismas variables restringidas (u#2 y us) y de la diferencia de las
referencias (ry, — rys) en linea roja continua, y por otro lado,
se ha graficado el conjunto invariante deseado, en linea puntea-
da azul. Es evidente que la trayectoria comenzando dentro del
conjunto nunca lo abandona, ya que en efecto la metodologia
propuesta hace al un conjunto invariante.

7. Conclusion

La coordinacidn de sistemas es un tema muy actual. En este
trabajo se presenta una metodologia para coordinar sistemas
con distintas dindmicas utilizando invarianza y acondiciona-
miento de la referencia por modos deslizantes. Esta metodologia
permite la implementacién con diferentes arquitecturas, cen-
tralizada o distribuida, y asimismo permite una gran flexibili-
dad, ya sea desde el punto de vista de aplicaciones (robdtica
movil, UAVs, efc.), como desde el punto de vista de la robustez,
que es inherente al los sistemas de control de estructura vari-
able. El hecho de que cada sistema interviniente incorpore un
lazo de acondicionamiento de referencia, para hacer frente a
sus limitaciones, es de particular relevancia para que los sis-
temas siempre estén en lazo cerrado y sean capaces de seguir
una referencia (realizable), para luego ser coordinados a través
de las mismas. Asimismo, la referencia acondicionada, respon-
sable de la coordinacion, es la tinica informacién que comparten
los sistemas intervinientes ya sea en la topologia global tipo su-
pervisor o en la topologia local.

Con esta metodologia se minimiza el intercambio de infor-
macion entre sistemas, mejorando la performance del algoritmo
de coordinacién, teniendo en cuenta que la comunicacién suele
ser un aspecto limitante en el rendimiento de los mismos. De-
bido a que el acondicionamiento de referencia es un lazo aux-
iliar, no representa un problema de implementacién, ya que se
puede incorporar a cualquier tipo de controlador ya existente en
el sistema.
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Figura 11: Trayectorias de los estados que involucran a los sistemas 2y 5.

English Summary

Systems coordination: using geometric set invariance and
sliding modes ideas.

Abstract

Among the possible meanings of the word, this paper will dis-
cuss coordinated action to refer to the act on references of sys-
tems to achieve some collective behavior desired but consider-
ing the constraints and capabilities of each system. To this end,
we develop a new methodology based on conditioning tech-
niques reference using geometric invariance sets and sliding
mode control. From a general framework, we propose two ap-
proaches: a global centralized one and a local through interac-
tions between different systems.

The approach addresses the problem of coordinating dy-
namical systems with possibly different dynamics (e.g. linear
and nonlinear, different orders, constraints, etc.).The main idea
is to shape the systems local feasible references in order to keep
them coordinated.To show the applicability of the approach, the
problem of coordinating different dynamical systems with con-
trol saturations is addressed as a particular case with both global
and local configuration.

Keywords:
systems coordination geometric set invariance sliding modes
multi-agents systems constrained control.

Agradecimientos

Este trabajo ha sido realizado parcialmente gracias al apoyo
del proyecto MultiScaleS (CICYT DPI12011-28112-C04-01) del
Ministerio de Ciencia e Innovacién, Gobierno de Espafia y a
los proyectos ANPCyT PICT-2011-0888, CONICET PIP 112-
2011-00361 y UNLP 1164 de Argentina. AV agradece el apoyo
de la Universitat Politecnica de Valéncia para el desarrollo de
este trabajo mediante la becas FPI/2009-21 y PAID-00-11/2714.

Referencias

Antonelli, G., 2013. Interconnected dynamic systems: An overview on dis-
tributed control. Control Systems Magazine, IEEE 33 (1), 76-88.

Bacciotti, A., Rosier, L., 2005. Liapunov functions and stability in control the-
ory. Springer Verlag.

Blanchini, F., Miani, S., 2008. Set-theoretic methods in control. Springer.

Cao, Y., Ren, W., 2012. Distributed coordinated tracking with reduced inter-
action via a variable structure approach. Automatic Control, IEEE Transac-
tions on 57 (1), 33-48.

Cao, Y., Yu, W,, Ren, W., Chen, G., 2013. An overview of recent progress in the
study of distributed multi-agent coordination. Industrial Informatics, IEEE
Transactions on 9 (1), 427-438.

Clarke, F., 1990. Optimization and nonsmooth analysis. Society for Industrial
Mathematics.

Cortes, J., 2006. Finite-time convergent gradient flows with applications to net-
work consensus. Automatica 42 (11), 1993-2000.

Cortes, J., 2008. Discontinuous dynamical systems. Control Systems Magazine,
IEEE 28 (3), 36-73.

Edwards, C., Spurgeon, S. K., 1998. Sliding Mode Control: Theory and Appli-
cations, 1st Edition. Taylor & Francis, UK.

Filippov, A., Arscott, F., 1988. Differential equations with discontinuous right-
hand sides. Springer.

Galzi, D., Shtessel, Y., 2006. UAV formations control using high order sliding
modes. In: American Control Conference. IEEE.

Garelli, F.,, 2011. Advanced Control for Constrained Processes and Systems.
The Institution of Engineering and Technology.

Garelli, F., Mantz, R., De Battista, H., 2006a. Limiting interactions in decentral-
ized control of MIMO systems. Journal of Process Control 16 (5), 473-483.

Garelli, F., Mantz, R., De Battista, H., 2006b. Partial decoupling of non-
minimum phase processes with bounds on the remaining coupling. Chemical
Engineering Science 61, 7706-7716.

Gracia, L., Sala, A., Garelli, F,, 2012a. A path conditioning method with trap
avoidance. Robotics and Autonomous Systems 60 (6), 862 — 873.

Gracia, L., Sala, A., Garelli, F., 2012b. A supervisory loop approach to fulfill
workspace constraints in redundant robots. Robotics and Autonomous Sys-
tems 60 (1), 1 —15.

Hanus, R., Kinnaert, M., Henrotte, J., 1987. Conditioning technique, a general
anti-windup and bumpless transfer method. Automatica 23 (6), 729-739.
He, W., Cao, J., 2011. Consensus control for high-order multi-agent systems.

IET Control Theory and Applications 5 (1), 231-238.

Mantz, R., De Battista, H., Bianchi, F., 2004. Sliding mode conditioning for
constrained processes. Industrial Engineering and Chemistry Research 43,
8251-8256.

Mareczek, J., Buss, M., Spong, M., 2002. Invariance control for a class of cas-
cade nonlinear systems. Automatic Control, IEEE Transactions on 47 (4),
636-640.

Olfati-Saber, R., Fax, J. A., Murray, R. M., 2007. Consensus and cooperation in
networked Multi-Agent systems. Proceedings of the IEEE 95 (1), 215-233.

Perruquetti, W., Barbot, J. P. (Eds.), 2002. Sliding Mode Control in Engineer-
ing. Control Engineering Series. Marcel Dekker.

Picé, J., Garelli, F., Battista, H. D., Mantz, R., 2009. Geometric invariance and
reference conditioning ideas for control of overflow metabolism. Journal of
Process Control 19, 1617 — 1626.

Ren, W., Beard, R. W., Atkins, E. M., 2007. Information consensus in multive-
hicle cooperative control. Control Systems Magazine, IEEE 27 (2), 71-82.

Sira-Ramirez, H., 1989. Sliding regimes in general non-linear systems: a rela-
tive degree approach. International Journal of Control 50, 1487-1506.

Tanner, H. G., Jadbabaie, A., Pappas, G.J., 2007. Flocking in fixed and switch-
ing networks. IEEE Transactions on Automatic Control 52 (5), 863-868.

Utkin, V., Guldner, J., Shi, J., 1999. Sliding Mode Control in Electromechanical
Systems, 1st Edition. Taylor & Francis, London.

Vignoni, A., 2011. Coordination in dynamical systems: a sliding mode ref-
erence conditioning approach. Master’s thesis, Universitat Politecnica de
Valencia, http://personales.upv.es/alvig2/MT/vignoni-mthesis.pdf.

Vignoni, A., Picd, J., Garelli, F., De Battista, H., 2011. Dynamical systems
coordination via sliding mode reference conditioning. In: The 18th IFAC
World Congress. Vol. 18. pp. 11086-11091.

Vignoni, A., Picd, J., Garelli, F.,, De Battista, H., 2012. Sliding mode reference
conditioning for coordination in swarms of non-identical multi-agent sys-
tems. In: Variable Structure Systems, 12th IEEE International Workshop on.
pp. 231-236.

Walgama, K., Ronnbick, S., Sternby, J., March 1992. Generalization of condi-
tioning technique for anti-windup compensators. IEEE Proceedings on Con-
trol Theory and Applications 139 (2), 109-118.



400

Alejandro Vignoni et al. / Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica industrial 10 (2013) 390-401

Apéndice A. Andlisis de la topologia global

Considere el caso de tener dos sistemas individuales (N =
2), para clarificar la explicacién. La representacion en espacio
de estados del sistema de lazo cerrado (cuando el acondiciona-
miento de referencia esta activo) es:

X = f(x) + glx)wg + h(x) + p (A.1)
con
Tf1 —ay(rp =)
X=1Tr2|, f(x) =|—aa(rpp—r) (A2)
r =Ar
0 —a W 0
gx) =101, h(x) =|-aawz|, p=| 0 (A.3)
- 0 Acg

donde f es el campo de deriva, g es el campo de control, p actiia
como perturbacion y & contiene las acciones discontinuas de los
lazos de acondicionamiento internos de cada sistema.

Abhora calculamos el gradiente de la restriccion ¢,

%_[ o 1]

X
ox B 6rf2

- A4
or 1 ( )
Note que la diferencia entre ¢ y ¢, no se verd reflejada en sus
gradientes, luego %* puede hace referencia tanto al gradiente
de ¢; como al de ¢,
Entonces la derivada de Lie de ¢, en la direccion de f es
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L¢g, = ar—fla'l (rf1 — r) + ar—ﬁaz (rfz - r) - Ar (A.5)
y en la direccién g es
Lyp, = -2 (A.6)

Luego para asegurar que el conjunto @, sea invariante, debe
cumplirse la condicién de invarianza explicita (10). Como el
filtro F, es estable, entonces A > 0y

Ly¢p, =-1<0. (A7)
Entonces para asegurar (10),
o _ 1 Oy @ Oy a Oy @ Oy
=12t e S A S A.
Vs A (9)’]'1 & * A 6}"/2 T2 ( A (9"]1 * A (9)’/4'2 * " ( 8)
Suponga una constante fija |w;§|, w;| < oo,y wy > 0. Luego

si Fg es un filtro a BIBO estable con entrada acotada |wg| <
max {|w;| , |w;|} = wy y ¢, (suponiendo que la consigna global
es acotada), observe que |r| < K,. Luego como los filtros F;

tienen entradas acotadas (r y w;), entonces |rf,~| <K

rrit
5 .. .
Con respecto a la cota de d% H < K,,, es también necesaria,

pero depende solamente de la seleccién de la funcidén y.
Luego, 4 ng tal que

1 N
<3 Z(K,,.KX‘.) + K,

i=

<K<w!  (A9)

y es posible elegir alguna w, < -wy y wi > wy de la desigual-
dad previa para asegurar la invarianza del conjunto @, (10).

Apéndice B. Analisis de la topologia local

A continuacién analizamos la dindmica extendida para luego
disefar los pardmetros del SMRC de la topologia local. Asum-
iendo que el sistema comienza desde el interior del conjunto
invariante, la trayectoria evoluciona hasta la frontera del con-
junto y donde al intentarse violar alguna restriccion, se fuerza a
la trayectoria a deslizarse sobre la superficie de la frontera del
conjunto, hasta que por si mismo vuelva a dentro del mismo.
Este andlisis puede realizarse con el sistema #, incorporando la
informacién que viene del sistema j.

Para realizar el andlisis, primero reescribirlos la dindmica
del controlador y filtro del sistema i. A partir de las ecuaciones
(24) y (25), y utilizando ¢; = d;il (u; — c.ix.i), e obtiene:

e = (Act = bad o) Xei + beid ' s (B.1)
Vi = Cei (A('i = bady i - (li) Xei + (Ccibcid;il - (li) u;
= dei@iW; + dai(r +y;) — deiy; (B.2)
Entonces, considerando el estado extendido:
A
Xie = [xi, Xei Mi]T € R’Hn‘“,
la dindmica conjunta esta dada por la ecuacion (B.3)
B Si(xi) + gilxpu; 0
Xie = (Cu’bz'i + Oli) Ui + Ce (Aci - (Yi) Xei | + [0 [ (B.3)
beitt; + Aixei + bip; bi
con
Aci = (Aci - bcid(?[lcri)
I;ci = bcidc_[l
b,‘ = —d(-,'a/
pi = b7 [daai(r — yi) — duiyi] - (B.4)

Para lograr que se cumpla la condicién de invarianza (10)
para la restriccién ¢, a partir de (29) tenemos

o9
E =[0 0 1] (B.5)
y también ~ B
bcivi, + Acixci
wh=-"1__ " _p, (B.6)

bi

Ahora para la restriccidn virtual, primero debemos incorpo-

rar al sistema j y reescribir la dindmica en una forma mas con-

veniente, utilizando u; = c ;X + dcie; = CeiXei + dcirf,' — dciyi y
considerando el estado extendido

A T ni+nei+1+n+n.+1
Xije = [Xi,xci,"fi,xj,xcj, ij] € R T

obtenemos
Silxi) + gi(xp) (cci-x('i + dcirfi) = gi(x)d.iyi 0
AciXei + beirsi — beiyi 0
. -1y + ayr —q;
Xije = | . ' + 0 Wij.
Silxp) + gj(xp) (ccjxcj + dcjrfj) = gi(x)dc;y;
AcjXej + bejrpj = bejy; 0
—a;ryj+a;r @j
B.7)
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Nota 3. En este caso, para poder expresar la dindmica con-
Jjunta, con respecto a solo una accion discontinua utilizamos la
relacion wij = —w ;.

Y para que se cumpla la condicién de invarianza (10) para
la restriccion ¢;;, a partir de (30) tenemos

oy
%y = [O 0 sign(rpi—rg) 0 0 — sign(ry — rfj-)],
(9x,-j€ (B 8)
Y bij Q;ryi — a;re; a; — @
w’ = — - r (B.9)
a; ta; a; taj

Entonces las amplitudes de las acciones discontinuas M; y
M;; deben ser disefiadas utilizando los criterios presentados en
la Seccion 3.

En primer lugar, se elige w;; como en (28) porque Lg¢;; =
sign(ry—ry;)(a;+a;) cambia de signo dependiendo del signo de
ri—ryj. Luego para cumplir con la condicién (10), w;; también
tiene que cambiar su signo de la misma manera. Entonces, M;;
se puede elegir utilizando (B.9)

My > w! (B.10)
En segundo lugar, M; tiene que ser disefiada utilizando el pro-
cedimiento usual (Garelli, 2011) de acuerdo con al condicién
de invarianza (10), pero en este caso tiene que ser mayor para
dominar a los términos M;;, ya que le damos mayor preferencia
a las restricciones fisicas de los sistemas, para que se cumplan
siempre, por sobre las restricciones virtuales. Lo antedicho nos
permite enviar a los sistemas referencias que son siempre real-
izables con respecto a sus propias restricciones fisicas.

Abhora bien, en el peor de los casos, la diferencia (ry; — 7))
tiene el mismo signo ¥V i # j, y al mismo tiempo el signo op-
uesto a w;, entonces la cota para M; debe ser

M; > ZM,‘]' + W?i
i#]

(B.11)

con w?i a partir de (B.6).

Apéndice C. Gradiente de la funcién r s min

A continuacién se obtiene una cota para el gradiente de
7r min definida en (33) a partir de andlisis de funciones no suave.
Cabe recordar que ry; es la solucién de la ecuacién (16). Dicha
ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria con lado dere-
cho discontinuo (w;) y no puede ser analizada en términos de
continuidad y diferenciabilidad utilizando herramientas tradi-
cionales de calculo. Sin embargo la ecuacién (16) puede ser
reformulada en términos de una inclusion diferencia de la for-

ma:
Fri = f (6, wy) C.1)
iri € GLf1(x) '
utilizando el vector de estados
_|7ri
X = [ r ] (C.2)

donde f : RIxW —R, W= wi’,w;r C Res el conjunto de
posibles acciones de control y G[f](x) es la siguiente funcién
multivaluada
GLf1(x) £ {f(x,wi) 1 w; € W}, (C3)
que captura todas la direcciones en R que pueden ser generadas
en x con una accién de control perteneciente a “W.
Se sabe que una funcién multivaluada G[ f](x) es localmente
Lipschitz si f(x,w;) es localmente Lipschitz (Filippov and Ar-
scott, 1988, ver), y que entonces la inclusién diferencial (C.1)

tendrd solucién en el sentido de Filippov y dicha solucién serd tam-

bién localmente Lipschitz (Bacciotti and Rosier, 2005, ver Teo-
rema 1.5).

Luego a partir del teorema de Rademacher (Clarke, 1990)
toda funcién f localmente Lipschitz es diferenciable casi en
todo punto, salvo en un conjunto finito de puntos de medida
cero en el sentido de Lebesgue. Ademds, la funcién tendrd un
gradiente generalizado df en el conjunto de puntos donde f no
es diferenciable. El gradiente generalizado hereda las tipicas
propiedades del gradiente convencional como puntos criticos y
direcciones de descenso maximal.

A continuacién, de Cortes (2008, Proposicién 7.), y sien-
do las ry; funciones localmente Lipschitz, las siguientes afirma-
ciones son ciertas para 7 .

1. rfmm es localmente Lipschitz,
2. Si I, denota el conjunto de indices i para los cuales ry; =
77 min €ntonces gradiente generalizado de 7y i, €S
rymin € co_J{0rsi :i € Ly} (C.4)
Y como la envoltura convexa de funcione acotadas es aco-

tada, entonces el gradiente de y es acotado, lo cual asegura la
invarianza el conjunto @, de acuerdo con (A.9).

Apéndice D. Dinamica de los sistemas individuales

La dindmica de los sistemas individuales utilizados, como
se ha dicho son diferentes, con distintos controladores, y dis-
tintas restricciones de entrada. Los controladores utilizados son
proporcional-integral con la siguiente expresion:

1
PI:Kp(1+F) (D.1)

1

Los valores para cada sistema se pueden ver en la siguiente
tabla D.4.

Tabla D.4: Dinamica de los sistemas.

Sistema Estados Salida u, K, T;
1 X=-10x+4u y(x) =5x +10 18 0,33
~ [22 0 ) PN -
2 =7 gl ole v = [0 6,25])& £12 20 025
__[-18 —425 2 o
3 V[ PR ]H[O]u Y =[0325]x =10 10 016
4 = —15x+4u y(x) = 5x 8 22 0,16
~_[-20 0 4 N
5 K= [ | 0]x+ [O]u yo=[05]x #1225 025
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